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Zur RSntgenstreuung an unvollst~indigen zylindrischen Gittern. I* 

VON G~NTHER KUNZE~" 

Wi~rzburg, Deutschland 

(Eingegangen am 20. Mgrz 1956) 

T h e  m a t h e m a t i c a l  d i scuss ion  of d i f f r a c t i on  b y  cy l ind r i ca l  s t r u c t u r e s  ha s  h i t h e r t o  b e e n  c o n f i n e d  
to  c o m p l e t e l y  c losed  cy l ind r i ca l  l a t t i ces ,  e x c e p t  for  s o m e  op t i ca l  t r a n s f o r m s  b y  W h i t t a k e r  a n d  a 
c a l c u l a t i o n  b y  B l a c k m a i l  for  t h e  specia l  case of a g r e a t  n u m b e r  of a t o m s  d i s t r i b u t e d  on  an  arc.  T h e  
p r e s e n t  p a p e r  g ives  a gene ra l  s o l u t i o n  for  t h e  d i f f r ac t i on  e f fec t  of a c u r v e d  c rys t a l  w i t h o u t  a n y  
r e s t r i c t i o n  on  t h e  n u m b e r  of  a t o m s  on  t h e  arc.  Th i s  r e su l t s  in  a m o r e  gene ra l  F o u r i e r  d e v e l o p m e n t  
(by  fo ld ing  ope ra t ions )  t h a n  is n e e d e d  in t h e  case of  c o m p l e t e  cy l ind r i ca l  l a t t i ces  a n d  leads  to  a s h a p e  
t r a n s f o r m  c o m p a r a b l e  to  t h a t  i n t r o d u c e d  for  f in i te  c rys ta l s .  

1. Einffihrung 

Die RSntgenstreuung an zylindrisch gekriimmten 
Atomgittern hat  in den letzten Jahren das Augen- 
merk der Kristallographen immer mehr auf sich ge- 
zogen. Pauling (1930) vertrat  als erster die Ansicht, 
dass zwei zu einem Schichtpaket zusammentretende 
Schichten mit verschiedenen korrespondierenden Git- 
terkonstanten sich kriimmen sollten. Er sah hierin 
auch den Grund far das fehlende Mg-Analogon zum 
Kaolinit -A12(OH)4Si205-, das sp~ter im Chrysotil 
-Mg3(OH)4Si205- erkannt wurde. Bei beiden Mine- 
ralen handelt es sich um polare Schichtpakete aus 
einer Si20s-Schicht und einer hydrargillit- bzw. brucit- 
~hnlichen Schicht. Ffir das erstere erkannten Bates, 
Hildebrand & Swineford (1950), fiir das letztere 
Bates, Sand & Mink (1950) elektronenoptisch die 
RSllchenform. Da die a-Periode vom Hydrargilli t  
kleiner, diejenige vom Brucit grSsser als bei der Si20 s- 
Schicht ist, verl~uft die Rollung in beiden F~llen um- 
gekehrt. Eine vollst~ndige Interpretat ion des R5nt- 
genbeugungsbildes vom Chrysotil gelang Jagodzinski 
& Kunze (1954a, b, c). Im drit ten Teil ihrer Schrift 
stellen sie auch qualitativ die Unterschiede zwischen 
den Beugungsbildern von normalen Kreis- und Spiral- 
zylindern heraus, wobei die letzteren durch je zwei 
Halbkreiszylinder approximiert werden. Often blieben 
darin jene Beugungserscheinungen, die von unvoll- 
st~ndigen RSllchen herriihren, deren 0ffnungswinkel 
auch kleiner als z (Halbkreiszylinder) sein kann. 
Solche Fragmente werden durch mechanische Zer- 
st5rung beim HerauslSsen eines Faserbfindels aus der 
Probe immer vorhanden sein, ferner in thermisch ab- 
gebauten RSllchen und nicht zuletzt schon bei der 

* Diese Schrift  en t s t and  am Rande  der ira Max Planck- 
In s t i t u t  fiir Sil ikatforschung, Wiirzburg, begonnen Unter-  
suchungen des Verfassers am Antigori t ,  sie liegt bereits seit 
Sommer  1954 vor. Ber ichte t  wurde  dariiber erstmals  im 
Ins t i tu t sko l loqu ium am 18. 12.54 und  in einem Vortrag an 
der  Technischen Hochschule  Dresden a m  6. 1.55.  

~f Je t z t :  Technische Hoehschule Darms tad t  (Eduard  Zintl- 
Ins t i tu t ) ,  Deutschland.  
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Entstehung im Innern der RSllchen oder zwischen 
denselben aus Raumgrfinden. Ihre Anwesenheit wird 
natiirlich von den jeweils herrschenden physikalischen 
Bildungsbedingungen gesteuert. Theoretisch ist yon 
diesen Komponenten eine ErhShung der Diffusit~t des 
ohnehin schon diffusen Beugungsbildes gerollter Struk- 
turen zu erwarten. Experimentell best~tigt dies Whitt- 
aker (1954, 1955)mit  'optical transforms', theoretisch 
beschr~nkt er sich jedoch auf eine konsequente An- 
wendung der Rechnungen yon Fock & Kolpinsky 
(1940). Letztere erkl~rten ihre Elektronenbeugungs- 
bilder yon gekrammten Glimmerlamellen mit Hilfe 
eines primitiven Vollkreis-Zylindernetzes und erzielten 
trotz dieser starken Vereinfachung beffiedigende Er- 
gebnisse. Auch an anderen unpolaren Schichtmineralen 
wurden Krfimmungserscheinungen festgestellt, z .B.  
am Molybd~nit (MoS2) durch Finch & Wilman (1936). 
Bei den unpolaren Dreischicht-Mineralen liegt kein 
a priori Grund zur Krammung vor, innere BaustSr- 
ungen oder sterische Einflasse tragen hier die Verant- 
wortung. Bei den polaren Zweischicht-Mineralen da- 
gegen fiihrt das Bestreben zweier Schichten, nach der 
gleichen Anzahl entsprechender Schritte miteinander 
' in step' zu sein ('in step'-Prinzip) automatisch zu einer 
Krammung.  Bei ihnen besteht kein a priori Grund zur 
Nicht-Krammung. Dementsprechend sollten unter 
ihnen die Minerale mit ebenen Schichten als Spezial- 
fall der gekrfimmten nur eine Ausnahme bilden. Die 
GrSsse der gekriimmten Bereiche trggt i . a .  statisti- 
schen Charakter. Ausgenommen hiervon ist der Anti- 
gorit mit einer exakten ~bers t ruktur .  Aruja (1943, 
1944) vermutete bei ihm bereits im Hinblick auf die 
grosse a-Periode eine 'distortion of a different kind'. 
Eine quanti tat ive Klgrung des recht interessanten 
Beugungsbildes folgt an anderer Stelle. 

Alle bisher in theoretischer Hinsicht untersuchten 
Beugungserscheinungen von zylindrischen Strukturen 
setzen vollzylindrische Gitter voraus - -  ausser einer 
Abhandlung von Blackman (1951) far den Spezialfall 
einer grossen Anzahl Atome auf einem Kreisbogen- 
stack. Die vorliegende Schrift f i ihrt  fiber den Faltungs- 
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meehanismus zu einer universellen LSsung des aufge- 
worfenen Fragekomplexes. Dabei stellt sich die Streu- 
amplitude eines vollzylindrischen Gitters nur als das 0. 
Glied einer ailgemeineren Fourierentwieklung heraus. 

2. Beup, unp, s theor ie  
Es seien 

r = x a + r t  und r * = x * a * + r * t *  (mit ( aa* )= l )  (1) 

die Ortsvektoren im zylindrischen physikalischen 
Raum bzw. Fourierraum mit x(a) bzw. x*(a*) als 
Z y l J n d e r a c h s e  (Fig. 1). Dabei sind t und t* zwei Ein- 

I 
A 

i ,v 

Fig. 1. Zur Ableitung der Streuamplitude fiir auf einem 
Kreisbogensttick vom Offnungswinkel (2~t/p) •quidistant 
verteilter Atome, r Ortsvektor im physikalischen Raum, 
r* im Fourierraum, alia* Zyllnderachse, b Periode auf dem 
Kreis, zu t o vgl. Text. 

heitsvektoren senkrecht zur Zylinderachse al[a*, r 
und r* die Radialkomponenten und x und x* die 
Aehsialkomponenten yon r und r*. Ihr skalares 
Produkt  

(rr*) = x x * + r r * ( t t * )  = (1/~t)r. (S-So) (2a) 

entspricht der Phasendifferenz zweier Streuwellen, 
die im Abstand r voneinander ausgehen (~t einge- 
strahlte Wellenl/~nge, s o und s Einheitsvektoren in 
Einfalls- und Streurichtung). Werden t und t* gegen- 
fiber einem lest gedachten Vektor to(_La ) in der 
Ebene senkreeht zur Zylinderachse um den Winkel 

bzw. ~* gedreht, so ist 
(tt*) = cos ( q - q * ) .  (2b) 

Konventionell gelte in dem Fail, wo der einfallende 
RSntgenstrahl senkreeht zur Zylinderaehse steht, 
to = So. Aus (1) folgt wegen (a ' t* )  = 0 

Ir* l - -  ( 1 / 2 ) [ s - s 0 l - -  l / (x*~+r*~),  x * =  x'a*,| 
also / (3) 

2 sin 0/~t = V(x*~+r*~). 

Die Ableitung der Streuamplitude gestaltet sieh 

mit der Faltungssprache Ewalds (1940) recht einfach, t 
Zur Vermeidung yon Irrtfimern verwenden wir im 
physikalischen Raum kleine, im Fourierraum grosse 
Buehstaben. Ist  w(r) eine Funktion im physikalischen 
Raum, (Volumenelement dr), so ist 

W(r*) = ~(w) = t w(r) exp [ -2zd( r r* ) ]  dT (4) 
,2 o o  

ihre Fouriertransformierte (Zeiehen 6),  d .h .  ihre 
Amplitude im Fourierraum. Die Streuamplitude einer 
Elektronendichteverteilung Q(r) 

A(r*) = fooP(r) exp [--2~ri(r*r)]JdT = ~(~) (5) 

wird ffir ein primitives Gitter aus Atomen der Form 
f ( r )  nach dem Faltungstheorem der Fouriertransfor- 
mation mit Ewald 

A(r*) = l ~ ( r )  e x p  [ - 2 ~ r i ( r * r ) ] d T  = ~ (Tp )  . (6) 

Hierin ist p(r) eine periodische Punktfunktion mit den 
Bedingungen 

(a) p ( r ) = { 0 ~  fiir r#n},r=n ( b ) f p ( r ) d T = l ,  (7) 

integriert fiber die Umgebung ¢ eines Gitterpunktes. 
n ist Gittervektor im physikalisehen Raum: 

n = .Z  n i a i .  
i 

Bei der Faltung von f m i t  p wiederholt sieh f jeweils 
an den Singulariti~ten yon p, es gilt daher ganz all- 
gemein 

~(r) = f p ( r ) ,  (8) 

auch wenn die Singularit/~ten yon p keine periodische 
Wiederholung aufweisen. Sind 

F(r*)  = 8 ( f ) ,  P(r*)  = 8(P) und G(r*) = ~(g) (9) 

die Fouriertransformierten der Atomform, der Punkt-  
funktion und der Kristallgestalt, also die Atomform-, 
Gitter- und Gestalt-Amphtude, so folgt nach dem 
Faltungstheorem ffir die St reuamphtude eines un- 
endlich grossen Kristalles aus (6) 

A (r*) = $ ' ( r*)P(r*)  . (10) 

Yiir einen endlichen Kristall ergibt sich auf dem- 

selben Wege 

A (r*) = F ( r * ) P G ( r * )  . (11) 

Um j eden Gitterpunkt im Fourierraum entfaltet sich 
also die Gestaltamplitude. g(r) ist 0 ausserhalb und 
1 innerhalb der Verteilung. Da F( r*)  in] Fourierraum 
eine definierte 0rientierung aufweist, was im Falle 
gekriimmter :Netze nicht mehr zutrifft, setzen wir ffir 

~f Zur Anwendung der Faltungsintegrale in der R6ntgen- 
streuung vgl. z. B. Hosemann & Bagchi (1952, 1953). 
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f ( r )  und dami t  auch fiir F ( r * )  Kugelsymmetr ie  voraus : 
F ( r* )  = F(]r*])  = F.  Dann  folgt aus (11) 

A(r*)  = F . P G ( r * )  = F. ,~(pg)  

und bei ~be rgang  zu Zyhnderkoordinaten  mi t  (1) 
und (2) 

A (r*, ~0", x*) = F .  q), x)g(r, cp, x) 
- - ~  0 

× exp [ -2 ,~ i{~*  +rr* eo~ (~o-~o*)}]rere~e~. 

Wegen des kristal l inen Charakters  der s t reuenden 
Materie in Rieh tung  der Zylinderaehse lassen sieh p 
und g als P rodukte  

p(r, q~, x) = p~(x)p2(r, q~), g(r, q~, x) = g~(x)g2(r, q~) 
(12a) 

mi t  

p l ( x ) = {  0 ffir x a # n i a }  f pl oo xa = n~a ' (x)dx = 1 (12b) 

und 

.g~(x) { 0 fiir - N ~ a / 2  > xa > } = +N~a/2 (12c) 
1 < x a <  

darstellen. Dami t  erh~lt  man  

A(r*,  q~*, x*) = Rx(x*)R~(r*, ~*) (13a) 
mit  

R l ( x * )  = ~ ( P l g l )  : P ~ G I ( X * )  -- s in  N~zex* (13b) 
sin 7~x* 

und 
i,+~ i,°° 

R~(r*, q)*) = F .  ~_,~ ~o p,.(r, q0)g,.(r, (~) 

×exp  [ -2xdrr*  cos (q~-q~*)]rdrdq~. (13c) 

Im Hinblick auf Fig. 1 ist 

g~(r, ~) = 0 fiir ~o ~0+2~r/p • (14) 
1 < q ~ <  

Die r-Abh/~ngigkeit l~sst sieh hierin unterdri icken,  
denn es k o m m t  offenbar nur  auf den Winkelraum 
(qo, q0+2a /P)  an, un te r  dem die gekrfimmte Atom- 
ket te  yore Mi t te lpunkt  aus erscheint. Da  g~ periodisch 
in 2a  ist:  g ~ ( r , q ~ + 2 a ) = g 2 ( r , q ) ,  ergibt sieh bei 
Fourierentwieklung 

9~(r, ~) = ~ exp [-in(q~o+Xe/p)] sin n____~/__p exp [inq~]. 
n nT~ 

(15) 

Denkt  man  sich die A tomke t t e  zum Vollkreis er- 
weitert ,  so liegen auf diesem 2xer/b = N,(r)  Atome, 
wenn b die Ident i t~ tsper iode  auf dem Kreis ist. 

Naeh Fig. 1 ist 

p~( r ,q~ )={O f i i r { r : # r ,  oder ~ # ~  oder beides;~ 
ce sowohl r~ = r als auch ~ = q~ ) 

und  wegen der Normierungsbedingung (7b) 
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-~2 ,~-~.,o P2(r' q~)rdrdq~ = ~ _ p2ir~, q~)dq~ = 1.  

p~(r, q~) ha t  die Winkelperiode A q~ = b/r = 2ze/Ne. 
Setzen wir ffir das j .  Atom ~j = ~, + j .  A~, so folgt bei 
Fourierentwicklung 

/ ° 1 p2(r, q)) = (N~./2~). Z exp [ iN~k(~-7 ) ]  ftir rr --r~4= r~ . 

(16) 

Bei Einsetzen yon (15) und (16) in (13c) ergibt sich 
nunmehr  

R2(r*, ~*) = N2.F~.  Z ,  .~  sin n______~/___p 
P n k nz~/p 

× exp [in (q~*- q~o- z~/p)], exp [iN2k (q~* - ~)] 

(--i)~v~k+nJx2k+ n (2~r*r~) , (17) 

wobei yon der Integraldars te l lung fiir Besselfunk- 
t ionen 

Jm(o) = ( - i )  m exp [i~ cos ~+imcf]dcf (18) 

Gebraueh gemaeht  ist. Sehliesst man das Atomnetz  
der Fig. 1 zum Vollkreis, so en ta r te t  Gleiehung (17) 
- -  da in diesem Fall  wegen p = 1 alle Summanden  
n # 0 versehwinden - -  zur S t reuampl i tude  eines 
pr imit iven Vollkreis-Zylindernetzes]" : 

R2( r* ,  (p*) ---- N 2 F  ~ 
k 

× exp [iN2k(q~*-~,)](-i)~'2kJ~v2k(2xtr*r j " (19) 

Im Falle unvollst£ndiger Zylindernetze t re ten  also zu 
den Besse l funk t ionen-mi t  den Ordnungen N2k in 
deren Nachbarschaf t  die weiteren Ordnungen N j c ± n .  
Dadurch  wird das ohnehin schon diffuse Beugungs- 
bild vollzylindriseher Netze noch diffuser ~ umso 
mehr, je gr6sser p,. d. h. je kfirzer das Bogenstiick der 
Fig. 1 ist. Das 0. Glied der n -Summe von (17) ent- 
spricht  bis auf den Schwi~chungsfaktor 1/p < 1 der 
vollzylindrischen St reuampl i tude  (19) und l£sst sich 
dahingehend deuten,  als sei scheinbar ein vollzylin- 
drisches Atomnetz  vorhanden,  deren Atomform bzw. 
Atomformampl i tude  nicht  f bzw. F sondern f / p  bzw. 
F / p  ist. Zur Abkiirzung setzen wir 

(sin nz~/p)/ (nzelp) = Dn(p) . (20) 

Dami t  folgt fiir den St reufaktor  aus (13) und (17) 

IA(r*, q~*, x*)l 9" = IRl(x*)l~]R~(r *, ~*)l ~. (21a) 
mi t  

[R~(r*, q)*)l 9 = F~(N212 .~ ,  .~, 
\ P /  n,n" k,k" 

× exp [ i (n -n ' ) (q ) -q~o-Xt /p )] .exp  [ i N , ( k - k ' ) ( q 0 * - ~ ) ]  

× Dn(p) Dn,(p). ( - i )  ~'~(~-~')+(n-~')~ 

× J ~ + ~  (2ztr*r~). J ~ , + ~ ,  (2~r*r,) . (21 b) 

Mit dem Radius  r~ und  A t o m e n  m i t  der  S t r euampl i t ude  Fv. 
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Diese Gleichung lasst sich weitgehend vereinfachen, 
denn - -  abgesehen yon Elektronenbeugung an Einzel- 
exemplaren - -  physikahsch beobachtbar ist bei der 
RSntgenstreuung nur eine grosse Anzahl solcher 
Exemplare. Nehmen M verschiedene mit M >~ 1 an 
der Streuung teil, so wird die Streuamplitude 

M 
A = ~ exp [ -2 : r i ( r*r j ) ]Ai ,  (22) 

~=1 

wenn r1 der Mittelpunktsvektor des j .  Exemplares ist. 
Daraus 

M 
IAI 2 = ~ IAiI~+~ ~ exp [ -2 : r i ( r* ,  r~-r j , ) ]AiA~.  

~=~ ~ * ~' (23) 

Im Weitwinkelgebiet kann das Wechselwirkungsglied 
vernachlassigt werden. Ffir die Gesamtheit aller Exem- 
plare durchlauft in (21b) ~0 den ganzen Winkel 2:r. 
Ferner kann ~ - -  entsprechend der Winkelperiode von 
P2 ~ um 2:r/N~. schwanken. Die Mittelung fiber beide 
verlauft wegen erlaubter Entkopplung yon Punkt- und 
Gestaltfunktion (vgl. Fig. 1) voneinander unabhangig. 
Mit 

exp [iA~fl)dfl={Ol ffir 00}(24) (2n/~)-~ A,~_~,/~ ).~: = 

folgt 

IR2(r*, ~*; ~o, ~)l ~° ' r=  IR2(r*)[ ~ 

. ~ , / .  2 2 
= F, .~, .~, D~(p)J2~.2k+n(2:rr*r~) . (25) 

n k 

Die ~*-Abhangigkeit yon [R2] 2 geht wegen der Zy- 
lindersymmetrie des physikalischen Raumes, der 
einen zylindersymmetrischen Fourierraum nach sich 
zieht, verloren. Die Mittelung von (21b) nach dem 
Muster yon (24) ffihrt immer zur Gleichung (25); 
auch dann, wenn die einzelnen Exemplare verschiedene 
0ffnungswinkel, d . h .  verschiedene p haben. Die 
Gleichung (25) ist dann gemass der relativen Haufig- 
keiten wpj linear in M aufzuteilen. Dabei gilt die 
Nebenbedingung Z wpj = 1 mit Wpj = MpJM. Anders 

als bei Blackman i1951) besteht fiber die Anzahl der 
Identitatsperioden N2/p auf dem Kreisbogenstfick 
keine Einschrankung. Die Gleichung (25) gilt auch fiir 
kleine N~./p, sogar fiir eine einzige Elementarzelle mit 
Krtimmungsmittelpunkt im Endlichen (hier ware 
p = N2) .  

Au~ d~r gr~phi~ch~n D~r~t~llung d~r Funktion 
(sin ~rx/~rx) 2 in Fig. 2 lassen sich die Gewichte D~(p) = 
[(sin :rn/p)/(:rn/p)] ~ ftir die Besselfunktionen J~2k~ 
entnehmen. Zur leichteren Einteilung heisse fortan die 
dem Hauptmaximum yon Fig. 2 (n = x = 0) ent- 
sprechende Ordnung N2/c Hauptordnung, die 0rd- 
nungen auf den Flanken des Hauptmaximums (n/p = 
x < 1) heissen Nachbarordnungen und diejenigen unter 
dem 1 . ,2 . , . . .  Nebenmaximum (n/p=x > 1) 1 . , 2 . , . . .  
Nebenordnung. Man entnimmt dann Fig. 2, dass umso 
mehr Nachbar- und l~ebenordnungen an der Streuung 

teilnehmen, je grSsser p ist. Diese Verhaltnisse stellen 
das zylindersymmetrische Analogon zum Teilchen- 
grSsseneffekt im ungekriimmten physikalischen Raum 

d 

1,0 - 

0,8 

0.6 'ii 
0 , 4  ' 

0,2 \ ~z x / 

~ _ ~ i  j I I I I I I I I I L IILfli: 
1 2 3 4 

Fig. 2. Zum W e r t e v o r r a t  fiir die Gewichte  der  Bessel funk-  
t ionen  in der  U m g e b u n g  der  ' H a u p t o r d n u n g '  (x = 0). 

dar. Die Nebenmaxima yon Fig. 2 haben voneinander 
den Abstand Ax=~l, das 1. Nebenmaximum vom 
Hauptmaximum den Abstand Ax'~3/2. Auch diese 
Anaquidistanz deckt sich mit  der fiblichen Fein- 
struktur (Gestaltfaktor endlicher Kristalle). Im all- 
gemeinen wird eine p-Statistik diese Verhaltnisse ver- 
wischen. Ein definiertes p ware nur dann denkbar, 
wenn die einzelnen Bogenstticke yon Fig. 1 in Rich- 
tung ihrer Sehne zu einer l~berstruktur zusammen- 
treten, was erst im Teil II  zur Sprache kommen soll. 

3. M e h r n e t z - R i n g e t  und 'Kreuzg i t t e r -Ref lexe '  

:Bei den bisherigen Betrachtungen war ein primitives 
zylindrisches Gitter mit einem Radius r~ vorausge- 
setzt. Es seien jetzt mehr.ere solche konzentrisch an- 
geordnete Gitter, die zueinander in fester Phase stehen, 
mit verschiedenen Radien vorgegeben. Gleichzeitig 
werde in jedem Grundbereich s ta t t  eines Atoms eine 
Atomgruppe eingeffihrt. Dies aussert sich darin, dass 
im Exponenten der Punktfunktion (16) ~, durch 

~vm substituiert werden muss, wenn ~ der Winkel- 
abstand des m-ten Atoms der Gruppe von ~ ist. Im 
Exponenten t r i t t  dann neben iN2k(q~-~) noch iN2kq~ ~ 
auf, das wegen N 2 = 2:rr/b und bei Normierung yon 
~ auf die Winkelperiode Aq~=b/r durch q~.r/b=y~ 
in 2:riky~ iibergeht. Zusammen mit der x-Komponente 

Wit verstehen darunter Anordnungen, die aus mehr als 
einem zylindrischen Atomnetz bestehen. Mehrere konzentrische 
Atomnetze in starrer Kopplung bilden einen Ring (daher 
Mehrnetz-Ring, auch Einring-R611chen, s.u.). 
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werden dann die Phasen aller Atome der Gruppe 
(Elementarbereich) dureh 

G~k = ~v exp [-2xei(hx~+ky~)] ,  ~, = 1, 2, . . . ,  s (26) 
m 

(s Anzahl der Netze) erfasst. Beim Chrysotil mit der 
Netzfolge O3-Si~-O~.(OH)-Mg3-(OH) ~ ist s = 5. Die 
Gleichung (17) unter Beachtung yon (20) erh~lt damit 
die Form 

R~(h, r*, cp*) = .~,.,Z ~, N---~ D~(p~) 

× exp [in(~*-~0-ze/p~)]. exp [iN~k(q~*-7)] 

× ( - i)N~+n G~F~. J~v~+n (2~r*r~) . (27) 

Denkt man sich hiervon das Betragsquadrat ange- 
schrieben und mittelt  fiber 7 und ~o nach (24), so 
findet man n = n' und k = k'. Dagegen bewahren die 
gemischten Produkte zweier Besselfunktionen in einem 
Argument r~, im anderen re. Ferner bleibt ein Phasen- 
glied zuriick: exp g . i .  n (1 /p~-  1/p~,). Der Streufaktor 
wird hierdureh 

IR~(h, r*)l ~ = M . 2 ;  ~ ,12~V~ Dn(p,) 
k n ~ P ~  

x exp [inz~/p~] GI~F,. J~v~+n(2Z~r*r~)[~ . (28a) 

F fir p = p~ vereinfacht sich diese Gleichung zu 

IR~(h, r*)l ~ -- M.  2;  2 ;  D~(p) 

I~, G~F~ . J  v~+~(2~r*r~)l ~ . (28b) 
l, 

Das 0. Glied der n-Summe entsprieht wieder dem um 
(l/p) ~ gesehw~ehten Streufaktor vollst/~,ndiger Einring- 
rSllehen. Die Gleiehungen (28) liefern nur 'Kreuzgitter- 
Reflexe' '(Me)', da es sieh um phasenfeste Atomnetze 
nur eines Sehiehtpaketes, d. h. eines Ringes handelt. 
Bei Anwesenheit yon unvollst/~ndigen EinringrSllehen 
effahren diese 'Reflexe' eine gr6ssere Diffusiti~t dureh 
die Glieder n = 1, 2 . . . .  ,con (28), die nur im Falle 
gesehlossener RSllehen versehwinden. Daher sind diese 
Reflexe als Kriterium f fir vorhandene Einringfrag- 
mente geeignet. Verst~tndlicherweise wird dadurch in 
den F~llen, wo man auf eine Radienbestimmung der 
RSllchen aus der Profilform der Weitwinkel-'Reflexe' 
angewiesen ist, die Genauigkeit dieser Bestimmung 
herabgedrfickt - -  damit parallel auch die Genauigkeit 
der Radienschwankungen. Dies trifft vor allem fiir 
den Innenradius zu, der (abgesehen yon Gitter- 
stSrungen) beim Kluftwachstum ffir eine bestimmte 
chemische Zusammensetzung sicher ein scharf de- 
finierter ist und bei Anwesenheit yon Einringfrag- 
menten im Beugungsbild eine grSssere Schwankung 
vort/~uscht, als sie wirklich vorhanden ist. Bei dickeren 
R611chen, d.h.  nicht Einring- sondern Mehrring- 
RSllchen werden die jeweiligen Radien nut dadurch 
stabilisiert, dass sich jeder folgende Ring auf dem als 
Unterlage dienenden vorhergehenden Ring bildet. Die 
Ringradien, fiir sich betrachtet, sind dagegen instabil. 
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Fig. 3. Verlauf des Streufaktors  in der Umgebung  des charak- 
terist ischen Chrysotil- 'Reflexes'  '(060)' fiir 

M vollst/~ndige EinringrSllehen, 
. . . . . . . . . .  2M Halbringe,  
. . . . . . . . . . .  4M Viertelringe, 
. . . . . .  8M Achtelringe. 
Der  Radius  fiir das O-Atomnetz  der Tetraederspi tzen be- 
tr/~gt r - z - -  130 A. Der Charakter  des Hauptref lexes  mi t  
seinen Nebenreflexen bleibt weitgehend erhalten,  anders als 
im Kleinwinkelgebiet  (II. Teil). 

(Ordinatenmassstab : Zweier-Logari thmen.)  

In Fig. 3 ist der Verlauf des charakteristischen 
Chrysotil-'Reflexes' '(060)' einschliesslich seiner Um- 
gebung dargestellt - -  berechnet nach (28) mit den yon 
Jagodzinski & Kunze (1954b) angegebenen Netz- 
abst/~nden. Man sieht, wie mit abnehmendem Off- 
nungswinkel der Einringfragmente die 'Gipfel' immer 
mehr abgetragen und die 'T/~ler' damit aufgefiillt 
werden. Ein ~hnliches Bild wiirde sich ergeben, wenn 
man nur EinringrSllchen - -  also keine Bruchstiicke 
yon solchen - -  vorgibt und die Radien derselben in 
begrenztem Masse schwanken l/isst. Die Diimpfung der 
Nebenmaxima w/~re allerdings in diesem Falle nicht 
ganz so stark wie diejenige yon Einringfragmenten. 

4. Aufgeplatzte Mehrring-R611chent 
Fiir aufgeplatzte Mehrring-RSllchen erweitert sich 
Gleichung (28) durch eine weitere Summation (#) 
fiber alle N a Ringe im RSllchen. Zun/~chst wird mit 
(27) die Streuamplitude 

N3- -1  

/~9(h, r*, (p*) = • R~ (h, r*, (p*) . (29) 
S t = 0  

r~, N 2, p~ sind jetzt durch r~=r~+#c, N~=N~+2~#c /b  

t Zum Unterschied von einem einzigen Ring  (Einring- 
RSllchen) s tehen bei den  Mehrring-R611chen (auch kurz 
RSllchen genannt)  mehrere  Ringe konzentr isch ineinander.  
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und p~=I¢' zu ersetzen (beim Chrysotil ist z. B. ftir 
nicht spiralzylindrische R611chen 2zc/b = 5). Ent- 
spreehend den Stufenversetzungen der Ringe gegen- 
einander t r i t t  im Exponenten von (27)~" an die 
Stelle yon 7, wobei die ~,, fiir eine sehr grosse Gesamt- 
heit von Exemplaren praktisch ein Kontinuum bilden. 
Denkt man sich fiir (29) das Betragsquadrat ange- 
schrieben, so ergibt sich eine 8-fache Summe fiber 
/~, t t ' ;  v, ~'; k, k' und n, n' mit dem Faktor 

exp [ - i (N~ k ~ , -  N~" ]c'y,,) - i ( n -  n') (~* - ~o)] • 

Bei Mittelung desselben fiber ~,,, ~,,, und ~0 naeh (24) 
findet man die Bedingungsgleichungen 

N~. (k -k ' )+5( /~k-# ' k ' )  = 0 und n - n '  = O, (30) 

die erffillt sind ffir n = n' und 

(a) k - - k ' =  0 bei beliebigem # und #', 
(b) k = k ' . 0 ,  wenn # = # ' .  

Alle anderen MSglichkeiten werden bei der Mittelung 
ausgel6scht. Die erste der Bedingungsgleichungen 
wfirde sieh auch fiir ein einziges RSllchen mit rotieren- 
den Ringen ergeben! Unter diesen Bedingungen wird 
der Streufaktor yon M aufgeplatzten Mehrring- 
RSllchen 

IR2(h, r*)] 2 = M 

x ~ exp [-2~ih#x~]D~(p") .2,'~ G~oFfln(2~r*r~) 

+ Gh~FJlv~,k+,,(2zcr r~)] . 
k,-o -~" ~' \P~'] '~ ~ (31) 

Das 1. Glied hiervon beschreibt die 'Reflexe' '(h0/)', 
die dem Idealkristall, d. h. der ungekrfimmten Struk- 
tur entsprechen. Der eingeffigte Faktor exp [-2~ih#x~] 
tr~gt dem monoklinen Winkel Reehnung, der in der 
Literatur Verwirrung gestiftet zu haben scheint. Fig. 4 

p=l 0 

Fig. 4. Zum monoklinen Winke! von Mehrringr611chen. Ein 
jeder Ring ira R611chen ist gegeniiber dem vorhergehenden 
um xt~ (vgl. Text) verschoben (Jagodzinski & Kunze, 
1954b, c). 

zeigt daher noehmals das Zustandekommen dieses 
Winkels. Jeder Ring im R611chen ist gegeniiber dem 
vorhergehenden um x~ parallel der Zylinderachse 
translatiert, die Elementarzellen j edes Ringes:jedoch 
sind orthogonal. 

Sind die inneren Ringe geschlossen, so ist ffir diese 
p" = l, wi~hrend fiir die ~usseren, aufgeplatzten 
p" > 1 wird. Diese allein modulieren den Haupt- 
ordnungen N~k der Besselfunktionen die Nachbar- 
und Nebenordnungen N~k+n als Feinstrukturord- 
nungen auf ('zylindrischer Gestaltfaktor'). :Neben 
einer Verschleierung treten dadureh Profildeforma- 
tionen und Verschiebungen der 'Reflexe' von geschlos- 
senen RSllchen auf. Dies gilt sowohl ffir die '(h0/)' als 
auch fiir die '(hk0)', die das 2. Glied yon (31) be- 
schreibt. Ein Schluss von der Interferenzsch~rfe der 
' (00/)' in focussierten, monochromatischen Aufnahmen 
auf die Wandst~irke der RSllchen ist nur in beschr~nk- 
tem Masse m6glieh - -  umso weniger, je grSsser die 
Zahl der aufgeplatzten R611chen ist. Bei gleichzeitiger 
Anwesenheit yon Einringr611chen oder Fragmenten 
derselben wird die Interferenzsehiirfe der '(00l)' nicht 
gemindert, da diese wegen der fehlenden /~-Summe 
yon (28) dort ausser mSglichen Aufsehwebungen der 
Besselfunktionen keiner Maxima fiihig sind. Die '(h0l)' 
lassen sich mit asymptotischen Niiherungen der Bessel- 
funktionen erfassen, im Rahmen dieser Sehrift muss 
darauf verzichtet werden. 

Die Beugungseffekte von Einringfragmenten wirken 
sich besonders nachteilig, auf die '(h00)' aus, die sich 
gegenfiber verschiedenen monoklinen Winkeln, d .h .  
verschiedenen x~ verschieden verhalten (Jagodzinski 
& Kunze, 1954c). Gerade aus diesem 'Kleinwinkel- 
beugungsgebiet' der h6heren Schiehten (h 4 0) lassen 
sieh wertvolle Schlfisse auf die Bauformen der RSll- 
chen ziehen. Durch den zylindrischen Gestaltfaktor 
wird ihre Analyse gestSrt, da sich die verschieden- 
artigen Beugungseffekte z .T.  gegenseitig durchdrin- 
gen. Wie empfindlich sieh das Beugungsbild gerade 
dort ~ndert, wo - -  wie hier - -  k und damit auch die 
Hauptordnung der Bessel/unktionen (Tr~gerwelle) 0 
ist, wird am Beispiel der Kleinwinkelstreuung in 
Tell II  gezeigt werden. F fir k ~: 0 dagegen bleibt bei 
nicht zu grossen p der Charakter des Beugungsbildes 
weitgehend erhalten, wie es Fig. 3 lehrte. Es ist mSg- 
lich, dass beim Chrysotil yon Natal nicht nur eine 
Statistik des monoklinen Winkels eine Verwaschung 
des genannten Beugungsgebietes herbeiffihrt, sondern 
dass auch R611chenfragmente mit dazu beigragen. 

Haben die RSllchen achsiale Versetzungen, d .h .  
wenn ihre Atomketten sich nicht zum Kreis schliessen, 
sondern sich bei einem Umlauf wie eine Schraube um 
die Gangh6he n~a in Richtung der Zylinderachse a 

anheben, so treten in dem untersuchten Beugungs- 
gebiet die 0rdnungen +n~,h auf. Ist n~ :~ 0, so werden 
die '(h00)' durch diese Besse[funktionen ausgel6seht. 
Bei RSllehenfragmenten breiten sich um die Haupt- 
ordnung n~,h die Naehbar- und Nebenordnungen 
(±n~h±n) aus. Durch Einringfragmente kommen die 
weiteren Ordnungen ±n  hinzu (n = 0, 1, 2, . . .  ). Ftir 
kleine h ist daher ein recht komplexes Beugungsbild 
zu erwarten. Erst fiir gr6ssere h separieren sich die 
Ordnungen (±n~,h±n) yon den st6renden Ordnungen 
±n  der Einringfragmente. Daher ist zur Analyse das 
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'Kle inwinkelbeugungsgebie t  der hSheren Schichten '  
yon vornherein fiir grosse h besser geeignet als ffir 
kleine h. I m  Beugungsbi ld  einer bes t immten  RSllehen- 
sorte mi t  def inier tem n ~ .  0 fehlen an  und fiir sieh die 
'monokl inen (h00)'. Sie sind jedoch immer  vorhanden,  
sobald E inr ingf ragmente  in der Probe anwesend sind, 
die dort durch die Besselfunkt ionen J~(n = 0, 1, . . . )  
diffuse Maxima  erzeugen. 

Die Gleichung (31) liisst sich im Zusammenhang  mi t  
(27) auch auf spiralzyl indrische RSllchen, d. h. solche 
mi t  radia len Versetzungen erweitern. Es ist dabei  
n icht  notwendig,  dass die Spirale dureh je 2 Halb-  
kreise approximier t  wird (p = 2), deren Radien  sich 
um die halbe  Ringdicke c/2 unterscheiden (Jagodzinski 
& Kunze,  1954c, Fig. 5). Bessere Approximat ionen  
lassen sich erreichen, wenn m a n  die Spirale aus klei- 
neren Ringst i icken (p = 4 . . . .  ) zusammensetzt .  Da- 
bei werden gleichzeitig kfinstl ich erzeugte (diffuse) 
Maxima,  die vom Radiensprung  c/2 herrfihren, ge- 
mindert .  Sic kommen  gemass der verschiedenen Mittel- 
punkte  beider Halbr inge  durch ein weiteres Phasen- 
glied zustande,  das fiber ~0 nach (24) gemit tel t  werden 
muss. Dadurch  t re ten  weitere Besselfunktionen (vor 
al lem J0) in die Rechnung  ein, durch die die Streu- 
ampl i tuden  beider Halbr inge  phasenmi~ssig gekoppelt  
sind. 

Im  Teil I I  folgen einige weitere Bet rachtungen all- 

gemeiner Art fiber Zylinderstrukturen incl. Klein- 
winkelstreuung. 
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Zur R6ntp, enstreuun~, an unvollst~indigen zylindrischen Gittern. II* 

VON Gii~TH~R KU~ZEt 
Wiirzburg, Deutschland 

(Eingegangen am 20. Mdirz 1956) 

1. A simple 1.aw establishing the Bragg law with decreasing curvature gives the position of the main 
maxima of the intensities scattered by complete or incomplete cylindrical lattices with reference to 
those of plane networks. 

2. Coincidences of atomic co-ordinates in the overlapping zones of two successive 'half-waves' 
lead to the formation of superstructures ('coincidence structures'). 

3. The theory of low-angle scattering can be carried over to incomplete (not closed) cylindrical 
networks in the same way as for wide angles by a general Fourier development. The low-angle 
distribution changes rapidly, especially when the aperture-angle of the ring fragments decreases 
below that  of semi cylinders. 

1. E w a l d k u g e l  u n d  B r a g g s c h e s  G e s e t z  i m  
zylindrischen Fourierraum 

Eine wertvolle Sttitze beim Denken im zylindrischen 
Four ie r raum bildet  eine einfache Beziehung ffir die 
Lage der H a u p t m a x i m a  yon Zyl inderfunkt ionen,  wie 

* Vgl. Fussnote am Anfang von Teil I (Kunze, 1956), 
in~ folgenden mit K. I bezeichnet. 

t Jetzt: Technische Hochschule Darmstadt (Eduard Zintl- 
Institut), Deutschland. 

sic in den Streufaktoren gerollter oder gekrf immter  
S t rukturen  auftreten.  Wir  f ibernehmen dazu die 
Gleichung (31) in K. I :  

JR2(h, r*)[ 2 = M 

x ~ ~ ~ . exp  [-2z~ih~x,]Dn(p~')~ G~oFJn(2ztr*r~) 

+ M. 2 ~Y, ~ \-~/ .D~(p ~) 2 GikF~J ~v2~k+~(2z~r*r~) 2. 


